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INTRODUCTION
Le but de ce travail est d’e crire noir sur blanc certains re sultats concer-
nant les repre sentations ordinaires du groupe de Galois d’un corps local.
Ces re sultats sont essentiellement connus des experts et souvent transmis
par voie orale sinon difficilement repe rable dans la litte rature. On insistera
surtout sur les e nonce s et chaque fois que c’est possible, on donnera une
ide e sur les preuves.
Le texte est organise en trois parties essentiellement inde pendantes mais
comple mentaires. Dans une premie re partie de ce texte, on s’inte resse a la
the orie de FontaineLaffaille ‘‘semi-stable’’ pour un corps local K qui est
une extension non-ramifie e de Qp , on explique en particulier comment
retrouver les caracte res d’une repre sentation semi-stable, i.e., provenant
d’un module filtre muni d’une monodromie par la correspondance de Fon-
taine, a partir du module filtre lui-me^me. Les repre sentations p-adiques
ordinaires sont celles qui ont comme caracte res des caracte res de niveau 1;
on montre qu’elles sont ne cessairement semi-stables. En l’e tat actuel de
cette the orie, on est contraint de faire des hypothe ses restrictives sur
l’indice de ramification de K et sur la longueur des poids de HodgeTate
des repre sentations conside re es. Un proble me crucial qui n’est pas souleve
dans cet article est celui de la transversalite de Griffiths: les modules filtre s
fournis par la ge ome trie (i.e. les motifs) ne ve rifient pas en ge ne ral la trans-
versalite de Griffiths, par exemple le module filtre d’une forme modulaire
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propre pour les ope rateurs de Hecke ne ve rifie la transversalite de Griffiths
en ge ne ral et pour p divisant le niveau, que si son poids est deux. Ch. Breuil
vient de construire une nouvelle cate gorie de ‘‘modules filtre s’’ qui permet
de surmonter ce proble me (cf. [Br1]). Notre cate gorie de repre sentations
semi-stables est alors une sous-cate gorie pleine de celle de Breuil et que
Breuil appelle les repre sentations na@ ves.
Dans la seconde partie, on explique comment associer un module filtre
avec ope rateur de monodromie a un sche ma logarithmique par la me thode
de DeligneIllusie. Ainsi la transversalite de Griffiths est ve rifie e en ge ne ral
en caracte ristique p ! On introduit ensuite la notion de sche ma logarithmi-
que ordinaire en imitant celle de BlochKato pour les sche mas et l’on
regarde de plus pre s le cas des sche mas logarithmiques ‘‘semi-stables.’’
Dans la troisie me partie (Section II.3), on explique comment le calcul
‘‘cristallin’’ du facteur local des fonctions L permet de voir que la repre sen-
tation p-adique associe e a une formue modulaire parabolique de poids
k2 et propre pour les ope rateurs de Hecke est ordinaire si et seulement
si cette forme est ordinaire.
Je remercie J. M. Fontaine et J. Tilouine pour leurs aides, ainsi que le
referee pour d’utiles remarques sur une premie re version de ce texte.
Notations et conventions
On fixe k un corps parfait de caracte ristique positive p et l’on note W
(resp. Wn) l’anneau des vecteurs de Witt (resp. l’anneau des vecteurs de
Witt de longueur n) a coefficients dans k, K0 le corps des fractions de W
et _ l’automorphisme de Frobenius de W. On se donne une extension finie
K de K0 et une clo^ture alge brique K de K et l’on de signe par C le comple te
p-adique de K , k le corps re siduel de K et par G le groupe de Galois
Gal(K K). On a une suite d’inclusions de corps K/Knr /Kt /K ou
Kt (resp. Knr) est l’extension maximale mode re ment ramifie e (resp. non-
ramifie e) contenue dans K . On note I=Gal(K Knr) le groupe d’inertie et
Ip=Gal(K Kt) le groupe d’inertie sauvage. On a Ip /I/G, I est distingue
et ferme dans G, Ip est le plus grand pro-p-groupe contenu dans I et le
quotient It=IIp=Gal(Kt Knr) est le groupe d’inertie mode re e; It est un
groupe pro-fini commutatif d’ordre premier a p.
On note / : G  Z_p le caracte re cyclotomique de G donnant l’action de
G sur les racines de l’unite d’ordre une puissance de p. Si F est un corps
value , on note OF le sous-anneau de F constitue des e le ments de valuation
positive ou nulle.
On utilisera librement le langage des cate gories tannakiennes et des
sche mas logarithmiques, on renvoie a [DM] (resp. [K1] et [HK]) pour
les de finitions et les proprie te s des cate gories tannakiennes (resp. des
sche mas logarithmiques).
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I. LA THE ORIE DE FONTAINELAFAILLE
Dans toute cette section, on suppose que K=K0 .
I.1. Modules de FontaineLafaille
Le but de ce paragraphe est de rappeler la notion des poids d’un module
de FontaineLafaille. Ceci permet de de finir la notion de module de
FontaineLafaille ordinaire. Les re fe rences de base sont [FL] et [W].
De finition 1.1. Un module de FontaineLafaille est la donne e d’un
W-module de type fini M muni d’une filtration de croissante, exhaustive et
se pare e (Fil iM) telle que les Fil iM soient des facteurs directs de M et pour
tout i, d’une application _-line aire .i : Fil iM  M ve rifiant
.i | Fil i+1= p. i+1 et : .i (Fil iM)=M.
Un f-module gradue est la donne e d’un W-module de type fini M muni
d’une graduation M= Mi et d’une application _-line aire bijective
f : M  M.
1.2. D’apre s [FL] et [W], les modules de FontaineLafaille (resp. les
f-modules gradue s) forment une cate gorie abe lienne et tout morphisme
dans la premie re cate gorie est strict. Si de plus le module M est de longueur
finie sur W, la condition sur les Fil iM d’e^tre des facteurs directs est
automatique. A tout f-module gradue M, on peut associer un module de
FontaineLafaille Mf en posant:
Fil iMf=
ji
Mj et .i (x)=: p j&if (xj)
ou xj est la coordonne e de x sur Mj .
Soit h en entier positif et Xh=[! : Z  Z pe riodique, de pe riode h], Xh
est un groupe additif. On pose X= Xh et l’on fait agir le Frobenius _ sur
X par _!( j)=!( j+1). Soit !h # Xh de fini par !h( j)=1 si j divise h et 0
sinon. Le Z-module Xh est libre et [!h ,_!h , ...,_
h&1!h] est une base de Xh .
Soient M un f-module gradue et ! # X, on pose
M[!]=[x # M tels que f j (x) # M!( j)].
On dispose alors d’une injection naturelle @ : ! M[!]  M.
De finition 1.3. Un f-module gradue est dit e le mentaire si @ est
bijective.
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L’inte re^t des f-modules gradue s e le mentaires re side dans le the ore me
suivant du^ a Wintenberger [W]:
The ore me 1.4. Tout module simple de FontaineLafaille est associe a un
unique f-module gradue e le mentaire.
1.5. Voici comment Wintenberger associe un f-module gradue M a un
module de FontaineLafaille M. Pour ! # X, on pose:
Fil !M=[x # Mx # Fil !(0)M, .!(0)(x) # Fil !(1)M, ...].
On note
M!= ,
j0
.jh, !(Fil !M)
ou h est la pe riode de ! et .j, !=.!( j&1) b .!( j&2) b } } } b .!(0) , on montre
alors que
M= 
! # M
M! , Mi= 
! # X, !(0)=i
M! , f = 
! # X
.!(0)
convient et que si M est simple, M est e le mentaire et M[!]=M! . Les
e le ments ! # X tels que M! {0 s’appellent les poids de M. En fait le re sultat
de Wintenberger est plus pre cis que the Th. 1.4, il e tablit une e quivalence
de cate gorie entre la cate gorie des modules de FontaineLafaille et une
sous-cate gorie pleine des f-modules gradue s.
De finition 1.6. Un module de FontaineLafaille est dit ordinaire si
M!=0 pour tout !  X1 .
1.7. Par de finition, la notion de module ordinaire est stable par sous-
objets, quotients et extensions, en particulier pour ve rifier qu’un module est
ordinaire, il suffit de ve rifier que son semi-simplifie est ordinaire et dans ce
cas la composante ‘‘isotypique’’ M! est e gal a M[!], ce qui rend la
de finition 1.6 moins obscure qu’on pourrait le penser.
1.8. Classiquement, la notion d’ordinarite dans ce cadre est attache e
aux ‘‘8-modules’’ (d’autres diront ‘‘F-cristaux’’). Rappelons qu’un
8-module est un W-module libre de type fini M muni d’une application
_-line aire injective 8. A un module de FontaineLafaille positif (i.e.
Fil 0M=M) et sans p-torsion, on peut associer un 8-module en posant
8=.0 . On dit qu’un 8-module (M, 8) est ordinaire s’il admet une
de composition en somme directe de 8-modules M=i0 M[i] ve rifiant
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8(M[i])= piM[i] , une telle de composition est alors unique. Il revient au
me^me de dire que le polygone de Hodge de (M, 8) co@ ncide avec le
polygone de Newton de (M, 8) ou encore que le polygone de Newton de
(M, 8) a des pentes entie res (cf. [Ka1]).
Proposition 1.9 [W]. Un module filtre de FontaineLafaille positif et
sans p-torsion est ordinaire si et seulement si le 8-module sous-jacent l ’est.
I.2. Structure de l ’inertie mode re e
Ce paragraphe est constitue de rappels bien connus, voir [Se1] Chap. IV
et [Se2] Sect. 1. Pour tout entier positif non nul n, on note +n le groupe
des racines n ie mes de l’unite dans Knr . Soit ? une uniformisante de Knr et
Ln=Knr(?1n), si n est premier a p, l’extension Ln Knr est galoisienne de
groupe de Galois isomorphe a +n ; plus pre cise ment, si g # Gal(Ln Knr), il
existe une unique racine n ie me de l’unite %n(g) telle que g(?1n)=%n(g) ?1n
et %n ainsi de fini est un isomorphisme. Si q est une puissance de p, on
dispose donc de morphismes:
%q&1 : It  F_q =+q&1
comme le corps Kt est re union des corps Lq&1 pour q parcourant les
puissances de p, les %q&1 induisent un isomorphisme:
% : It   F_q
ou Fq parcourt l’ensemble des sous-corps finis de k et la limite projective
est prise suivant les applications de transition donne es par la norme.
Les caracte res %q&1 parame trent le groupe Y=Hom(It , k _) des carac-
te res de I&t a valeurs dans k _, plus pre cise ment on a un isomorphisme
entre Y et l’ensemble
[! : Z  Z pe riodique de pe riode hp telle que ! soit diffe rente de
l’application constante !(x)= p&1].
Cet isomorphisme associe a ! le caracte re %(!)=(%q&1) j ou
j=!(0)+!(1) p+ } } } +!(h&1) ph&1 et q= ph.
La pe riode h est le niveau du caracte re %(!) et les caracte res %q&1 ,
(%q&1)2, ..., (%q&1)h&1 s’appellent les caracte res fondamentaux de niveau h
de l’inertie mode re e.
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I.3. Repre sentations galoisiennes semi-stables
A partir d’un module de FontaineLafaille, on peut construire une
repre sentation p-adique de G. C’est le but de ce qui suit.
De finition 3.1. Une repre sentation p-adique de G est la donne e
d’un Zp -module de type fini V muni d’un homomorphisme continu
\ : G  Aut(V).
3.2. Les repre sentations p-adiques forment de manie re e vidente une
 -cate gorie abe lienne neutre Zp -line aire, on note RepZp(G) cette cate gorie.
Si (V, \) est une repre sentation p-adique et i un entier, on note V(i) la
repre sentation (V, \/i).
3.3. Les repre sentations semi-stables sont une classe de repre sentations
p-adiques ve rifiant des proprie te s d’origine ‘‘ge ome trique,’’ en d’autres ter-
mes, du moins conjecturalement et c’est vrai dans certains cas, toute
repre sentation p-adique ‘‘provenant’’ de la ge ome trie alge brique est semi-
stable. Pour les de finir, on a besoin d’introduire les anneaux de Fontaine
[F1], [F2].
3.3.1. On pose S =Spec(OK pOK ) et
Acris=H 0cris(S W)= H
0
cris(S Wn).
On peut expliciter la de finition de Acris de la manie re suivante (cf. [F1]
pour les de tails):
H 0cris(S Wn)= H
0
cris(Spec(OL pOL)Wn)
ou la limite est prise sur L parcourant l’ensemble des extensions galoisien-
nes finies de K contenues dans K . Comme l’extension re siduelle de LK est
se parable, on peut choisir un e le ment primitif : # OL tel que OL=OK[:], on
note P(X) le polyno^me minimal de :. On dispose alors d’une immersion
ferme e de sche mas affines:
Spec(OLpOL)  Spec(Wn[X])
donne e par X  : mod( p) et d’ide al IL=(P(X), p). Du Lemme de
Poincare cristallin, on a
H icris(Spec(OL pOL)Wn)=H
i (Wn[X](P(X)) }Wn[X] 0
v
Wn[X]
)
ou Wn[X](P(X)) de signe l’enveloppe a puissances divise es associe e a
Wn[X] relativement a l’ide al P(X) Wn[X].
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On a donc H icris(Spec(OL pOL)Wn)=0 pour toute L et i2, de plus
H 1cris(Spec(OL pOL)Wn)=0 si l’extension L est assez grande.
On munit H 0cris(Spec(OL pOL)Wn) d’une filtration de croissante
exhaustive et se pare e en posant
Fil iH 0cris(Spec(OLpOL)W)=I
[i]
cris & H
0
cris(Spec(OL pOL)Wn)
ou I[i]L est la ie me puissance divise e de IL . De plus H
0
cris(Spec(OLpOL)Wn)
est muni par fonctorialite d’une action de Gal(LK) et d’une action de
Frobenius semi-line aire . induite par .(X)=X p; ces deux actions com-
mutent et sont compatibles a la filtration ci-dessus. Par passage a la limite,
on en de duit une action continue de G et une action semi-line aire . sur
Acris , ainsi qu’une filtration (Fil iAcris) avec les me^mes compatibilite s. Pour
munir Acris d’une structure de module de FontaineLafaille (non de type
fini!), on est contraint de modifier la filtration de Acris en posant
Fil iAcris=0 pour tout ip et pour ip&1, on ve rifie que .(x) # piAcris si
x # Fil iAcris et que .i (x)= p&i.(x) est bien de fini.
3.3.2. Une autre description plus explicite de Acris est la suivante:
On pose
R=[(xn), n0; xn # OC , x pn =xn&1].
On dispose d’un morphisme d’anneau:
3 : W(R)  OC
3(x0, n , x1, n , x2, n , ...)=x0, 0+ px1, 1+ p2x2, 2+ } } }
L’application 3 est surjective et Ker 3 est un ide al principal engendre
par un e le ment de la forme (:n , 1, 0, 0, ...) avec :0=&p. L’anneau Acris
s’identifie alors au comple te p-adique de l’enveloppe a puissances divise es
de W(R) relativement a Ker 3. La filtration sur Acris est alors donne e par
les adhe rences dans Acris des puissances divise es de Ker 3.
Soit (=n) # R tel que =0=1 et =1 {1 et posant t=log[(=n)] # Acris . On a
.(t)= pt et g(t)=/(g) t, ce qui permet d’identifier Zp(1) a un sous-Zp -
module de Acris .
3.3.3. Conside rant un e le ment x=(xn) # R tel que x0= p et posant
‘‘formellement’’:
u=log([x]p)
On peut voir que u converge dans le comple te Ker 3-adique de W(R) et
une fois p rendu inversible, mais on n’aura pas besoin de ce fait. Si g # G,
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il existe un unique entier p-adique ’(g) # Zp tel que g([x]p)=
([x]p) } t’(g), de sorte que
g(u)=u+’(g) t
On est maintenant en mesure d’introduire l’anneau des pe riodes
semi-stables, on pose
Ast=Acris[u]
donc Ast est un anneau de polyno^mes a une variable sur Acris . On e tend
l’action de G et . a Ast comme suit
g(u)=u+’(g) t si g # G
.(u)=pu
on filtre Ast par
Fil iAst= :
j0
Fil i& jAcrisu j
de plus, on munit Ast d’une Acris -de rivation
N : Ast  Ast , N(u)=1.
On ve rifie que
N.= p.N, Ng= gN si g # G et N(Fil iAst)/Fil i&1Ast .
On munit Ast d’une structure de module de FontaineLafaille en posant:
.i (xu j)=.i& j (x) u j pour x # Fil i& jAcris .
3.4. On note NMFW la cate gorie dont les objets sont les couples (M, N)
ou M est un module de FontaineLafaille et N : M  M est un
endomorphisme nilpotent et ve rifiant
N(Fil i+1M)/Fil iM, N.i+1=.iN.
La condition N(Fil i+1M)/Fil iM est ce qu’on appelle la transversalite
de Griffiths. On note aussi MFW la sous-cate gorie pleine de NMFW forme e
des objets (M, 0). MFW n’est autre que la cate gorie des modules de
FontaineLafaille. La cate gorie NMFW est abe lienne, on dispose de plus
d’un produit tensoriel de finit par
(M1 , N1) (M2 , N2)=(M1 W M2 , N1 1+1N2)
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et qui en fait une  -cate gorie abe lienne neutre Zp -line aire. On note
NMFW, tors la sous-cate gorie pleine de NMFW forme e des objets de torsion.
Si a et b sont deux entiers tels que ab, on note NMF [a, b]W (resp.
NMF [a, b]W, tors) la sous-cate gorie pleine de NMFW (resp. NMFW, tors) forme e
des objets (M, N) tels que Fil aM=M et Fil b+1M=0. On conside re aussi
NMF [a, b[W la sous-cate gorie pleine de NMF
[a, b]
W dont les objets ve rifient la
proprie te suivante:
Si M$ est un quotient de M tel que Fil bM$=M$ alors M$=0.
Notons enfin
Acris, = H 0cris(S Wn),
Ast, =Acris, [u]= Ast pnAst .
On ve rifie rapidement que Ast et Ast,  sont des objets de NMFW .
Si (M, N) est un objet de NMFW, tors , on pose, l’ope rateur N e tant
sous-entendu dans la notation:
Vst(M)=HomNMFW (M, Ast, )
l’action de G sur Ast,  induit une action sur Vst(M) qui en fait une
repre sentation p-adique, on de finit ainsi, par passage a la limite d’un
 -foncteur contravariant:
Vst : NMFW  RepZp(G).
Le the ore me suivant se de duit facilement par de vissage, en se ramenant au
cas ‘‘cristallin’’ N=0, de [FL] Th. 6.1. On consultera [Wa] pour un expose
‘‘moderne’’ du the ore me de FontaineLafaille et les liens entre l’anneau Acris
et l’anneau S de [FL].
The ore me 3.5. La restriction du foncteur Vst a NMF [0, p&1]W, tors est exact et
fide le.
La restriction du foncteur Vst a NMF [0, p&1[W, tors est exact et pleinement
fide le.
Si (M, N) est un objet de NMF [0, p&1]W, tors , alors longW M=longZp Vst(M).
Si (M, N) est un objet de NMF [0, p&1[W et M est libre sur W, alors Vst(M)
est libre sur Zp et rangWM=rangZp Vst(M).
De finition 3.6. Une repre sentation p-adique de G est dite semi-stable
si elle est, au twist pre s, dans l’image essentielle du foncteur Vst restreint a
NMF [0, p&1[W .
Une repre sentation semi-stable est cristalline si son module filtre a une
monodromie nulle.
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3.7. On Note RepZp , st(G) (resp. RepZp , cris(G)) la cate gorie des repre sen-
tations semi-stables (resp. cristallines) de G. RepZp , st(G) et RepZp , cris(G)
sont des -cate gories abe liennes neutres et Zp -line aires.
3.8. Soit V est une repre sentation p-adique de G qui est de torsion,
l’action de l’inertie sur la semi-simplifie e de V se factorise a travers l’inertie
mode re e It et les caracte res de It intervenant dans cette action s’appellent
les caracte res de la repre sentation V.
Soit X le groupe introduit dans Sect. 1.2 et ! # X, d’apre s Sect. 2, on peut
associer a ! un caracte re de l’inertie mode re e %(!). La proposition suivante
re sulte de [F-L] Th. 5.3.
Proposition 3.9. Soient (M, N) # NMF [0, p&1[W, tors et !1 , ..., !r les poids de
M (cf. Sect. 1.5), alors Vst(M) a pour caracte res %(!1), ..., %(!r).
I.4. Cohomologie des modules filtre s
Ce paragraphe reprend quelques re sultats de [BK2] et [FP] en les
adaptant a notre situation ‘‘entie re’’.
4.1. Soit 4 un anneau et C une  -cate gorie abe lienne neutre et
4-line aire on note 1 l’objet unite . Si V est un objet de C, on pose:
H0(C, V )=HomC (1, V )
on de finit ainsi un foncteur contravariant:
H0(C, &) : C  4-Mod
ou 4-Mod de signe la cate gorie abe lienne des 4-modules. Pour tout entier
positif i, on note H i (C, &) le ie me foncteur de rive de H 0(C, &).
4.2. Si 4=Zp et C=RepZp(G), on pose H
i (K, V )=H i (C, V ), H i (K, V )
est un Zp -module de type fini et n’est autre que le ie me groupe de
cohomologie continue de V et se calcule par la re solution habituelle
suivante
} } } w$ C i&1(G, V ) w$ C i (G, V ) w$ C i+1(G, V ) w$ } } }
ou C i (G, V )=[u : Gi  V continue] et le cobord $ est de fini par
$u(g1 , ..., gi)=g1 u(g2 , ..., gi)+ :
i
j=1
u(g1 , ..., gj&1 , g j gj+1 , gj+2 , ..., gi)
+(&1) i u(g1 , ..., g i&1).
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Rappelons aussi que H i (K, V)=0 si i  [0, 1, 2], que H2(K, Qp(1)Zp(1))
(resp. H2(K, Zp(1))) s’identifie a Qp Zp (resp. Zp) et si V est de torsion
(resp. libre) et V*=Hom(V, Qp Zp) (resp. V*=Hom(V, Zp)), le cup-
produit
H i (K, V )_H 2&i (K, v*(1))  Qp Zp (resp. Zp)
est un accouplement parfait.
4.3. Si V est une repre sentation semi-stable (resp. cristalline) de G, on
pose
H ig(K, V )=H
i (RepZp , st(G), V) (resp. H
i
f (K, V )=H
i (RepZp , cris(G), V ))
Si V est l’image par Vst d’un objet (M, N) # NMFW (resp. M # MFW), on
a par le The ore me 3.5:
H ig(K, V )=H
i (NMFW , M*) (resp. H if (K, V )=H
i (MFW , M*)).
En paraphrasant [FP] Sect. 1.4.5 et Sect. 3.3.8, on voit que ces groupes
de cohomologie se calculent alors a l’aide de la re solution suivante:
C v(M) : 0  M w: MMMFil 0M w; M  0 (V)
(resp. C v(M) : 0  M w# MMFil 0M  0)
ou les fle ches : et ; (resp. #) sont de finies par les formules:
:(x)=((1&.0)(x), N(x), x mod Fil 0M)
;( y, z, t)=N( y)&(1& p.0)(z)
(resp. #(x)=((1&.0)(x), x mod Fil 0M))
Avec la convention que si x  Fil 0M, il faut remplacer dans la de finition de
:, ; et #, .0 par p&i. i ou i est en entier ne gatif assez grand.
On en de duit que H ig(K, V )=0 si i  [0, 1, 2] (resp. H
i
f (K, V )=0 si
i  [0, 1]).
Comme me l’a fait remarquer le referee, on n’a pas de dualite parfaite
entre H 1g(K, V ) et H
1
g(K, V*(1)), par contre, on a bien H
2
g(K, V )=
H 0g(K, V*(1)) (cf. [FP] Sect. 3.3.9).
4.4. Une application de ce calcul de la cohomologie est la de termina-
tion de l’anneau de de formation universelle d’une repre sentation cristalline
irre ductible de G tue e par p ([Ra]). Par exemple le fait que le foncteur de
de formation d’une repre sentation cristalline est formellement lisse re sulte
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du fait que H 2f (K, V )=0 et le calcul du nombre de variables de l’anneau
universel re sulte facilement de 4.3.
I.5. Repre sentations galoisiennes ordinaires
De finition 5.1. Une repre sentation p-adique V de G est dite ordinaire
s’il existe une filtration croissante (Vi) de V par des sous-repre sentations de
G telle que Vi V i&1 ait comme caracte res /i ou / est le caracte re fondamen-
tal de niveau 1 (resp. le caracte re cyclotomique) si V est de torsion (resp.
libre). Un objet (M, N) # NMFW est ordinaire si le module sous-jacent
M est ordinaire au sens de la De finition 1.6.
Proposition 5.2. (a) Si (M, N) # NMFW est ordinaire, alors Vst(M)
est ordinaire.
(b) Re ciproquement, si V est une repre sentation ordinaire alors V est
semi-stable et son module de FontaineLafaille est ordinaire.
Preuve. (a) L’assertion re sulte de la Proposition 3.9.
(b) On peut supposer que V est de torsion ou V est libre. On a donc
deux cas a conside rer; comme la de monstration est similaire pour ces deux
cas, on traitera uniquement le cas ou V est de torsion et pour ce faire, on
raisonne par re currence sur la longueur de V. Si V est ordinaire et est de
longueur 1, alors V est un caracte re de niveau 1 et d’apre s leurs descrip-
tions dans Sect. 2 et le Th. 5.3 de [FL], V est cristalline donc semi-stable.
Si V est de longueur d2, V est extension d’une repre sentation V1 par
une repre sentation V2 de poids maximal. Par hypothe se de re currence,
V1 et V2 sont semi-stables et pour voir que V l’est aussi, il suffit de voir que
l’injection naturelle
Ext1RepZp, st(G)(V2 , V1)  Ext
1
RepZp(G)
(V2 , V1)
est un isomorphisme. Or si V1 et V2 sont semi-stables, V1 V2* l’est aussi
et a des poids contenus dans [1& p, &1], de plus
Ext1RepZp, st(G)(V2 , V1)=H
1
g(K, V1 V2*)
Ext1RepZp(G)(V2 , V1)=H
1(K, V1 V 2*),
on est donc ramene a ve rifier que les groupes h1g(K, V1 V2*) et
H1(K, V1 V2*) ont me^me ordre et ce dernier fait le re sultat de la formule
de Tate sur la caracte ristique d’Euler locale en cohomologie galoisienne, de
son analogue pour les modules filtre s re sultant de Sect. 4.3 et compte tenu
du fait que le Fil 0 du module filtre associe a V1 V2* est nul.
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Remarque 5.3. Classiquement, les notions de repre sentations semi-
stables et de repre sentations ordinaires sont conside re es dans le cadre de la
‘‘Qp -the orie’’. Donc pour V un Qp -espace vectoriel de dimension finie et
muni d’une action line aire et continue de G, on peut de finir la notion
de repre sentation semi-stable pour V (cf. [F3]) ainsi que la notion de
repre sentation ordinaire ([P], [N]). L’analogue de la Proposition 5.3.
dans ce cas est vrai sans aucune hypothe se sur la ramification de K ([P],
[N]).la proposition suivante donne le lien entre ces deux the ories:
Proposition 5.4. Soit V # RepZp(G) libre sur Zp , alors V est semi-stable
(resp. ordinaire) si et seulement si V Zp Qp est semi-stable et ve rifie la
transversalite de Griffiths (resp. ordinaire).
Preuve. Le seul point de licat est celui ou V Zp Qp est semi-stable et
ve rifie la transversalite de Griffiths. Notons Bst l’anneau des pe riodes semi-
stables [F2] muni de sa filtration canonique (induite par celle de BdR) et
Bconv.st le me^me anneau muni de la filtration de convolution induite par celle
de Ast=Acris[u]. Comme u # Fil 1Bst , l’inclusion
Bconv.st  Bst
est une inclusion filtre e. Il vient que si V=Vst(M) avec M # NMFW , alors
V Zp Qp =HomNMFK (M W K, Bst)
=HomNMFK (M W K, B
conv.
st ).
II. LOG-SCHE MAS ORDINAIRES
II.1. De composition du complexe de de Rham
Dans ce paragraphe, on explique comment associer, sous certaines
hypothe ses a un log-sche ma sur k un objet de NMFW . La construction
repose essentiellement sue le the ore me de de composition du complexe de
de Rham de DeligneIllusie [DI] adapte au cadre de la ge ome trie
logarithmique (cf. [K1]).
Si Y_ est un log-sche ma, Y de signera le sche ma sous-jacent de M(Y _)
le faisceau de mono@ des sous-jacent. On munit sn=Spec(Wn) de la
structure logarithmique ‘‘canonique’’ donne e par la pre -structure
N  Wn , 1  0
et l’on note s_n ce point logarithmique; si n=1, on le notera pluto^t s
_. Soit
Y_ un s_-log-sche ma inte gre et lisse, on note (Y_) ( p) le log-sche ma
obtenu par changement de base a partir du Frobenius absolu de s_, le
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Frobenius absolu de Y_ se factorise alors a travers un morphisme
F : Y_  (Y_)( p). Il existe alors une unique factorisation
Y_  (Y_)( p)  (Y_)( p) int
de F int : Y _  (Y_) ( p) int ou (Y_) ( p) int est le log-sche ma (Y _) ( p) rendu
inte gre et F int est la fle che induite par proprie te universelle, telle que le
morphisme Fr : Y_  (Y_)( p) soit e tale et le morphisme (Y_)( p) 
(Y_) ( p) int soit purement inse parable. Fr est par de finition le Frobenius
relatif de Y_s_.
On suppose que Y_ admet un rele vement lisse sur s_2 et que la dimen-
sion du sche ma sous-jacent Y est strictement infe rieure a p. D’apre s [K1]
Th. 4.12, on a un isomorphisme dans la cate gorie de rive e des OY(p) -modules
cohe rents:
| vYs & 
i0
| iY(p)s[&i]
ou | iYs de signe le faisceau des diffe rentielles de Ka hler de degre i du
log-sche ma Y_ relativement a s_. Si le Frobenius relatif de Y_s_ se
rele ve sur s_, cet isomorphisme est de duit a partir de fle ches OY(p) -line aires
.i : | iY(p)s  |
i
Ys construites de la fac on suivante:
Pour i=1, .1 est induit par un rele vement du Frobenius relatif de
Y_s_ divise par p et pour i>1, . i est l’anti-syme trise de .1 (d’ou la
condition dim Y< p). En ge ne ral, le Frobenius relatif ne se rele ve que
localement pour la topologie e tale, mais cela suffit pour de finir une fle che
dans la cate gorie de rive e
 .i[&i]: 
i0
| iY(p)s[&i]  |
v
Ys
qui est un isomorphisme. Si Y est en plus propre, la filtration de Hodge et
les .i ci-dessus permettent de de finir une structure de module filtre de
FontaineLafaille sur H mdR(Y
_s_) :=Hm(Y, | vYs). D’apre s [HK] 3.53.6,
on dispose aussi d’un ope rateur de monodromie:
N : H mdR(Y
_s_)  H mdR(Y
_s_)
Rappelons brie vement la construction de N. On munit Spec(k[t]) de la
structure logarithmique associe e a la pre -structure N  k[t], 1  t, on se
donne un recouvrement simplicial (pour la topologie e tale) Y

_ de Y_, une
immersion ferme e de Y

_ dans un log-sche ma simplicial X

_ lisse sur
Spec(k[t])_ et telle que le diagramme suivant soit commutatif:
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Y

_ X

_
s_ ww Spec(k[t])_
ou la fle che s_  Spec(k[t])_ est donne e par t  0. On note D

l’enveloppe
a puissances divise es associe e a l’immersion Y

_  X

_ relativement a
s_  Spec(k[t])_. On dispose alors de l’extension de GaussManin:
0  D

| vX

s(t)[&1]  D

| vX

s, triv.  D

| vX

s(t)  0 (*).
La notation (s, triv.) signifiant que s est muni de la structure logarith-
mique triviale et s(t) est l’enveloppe a puissances divise es associe e a
(s[t], (t)), munie de la structure logarithmique image inverse de celle de
s[t]. La seconde fle che de cette suite exacte est donne e par :  : 7 dtt et
la troisie me est donne e par fonctorialite . Comme
D

| vX

s(t) s(t) s&| vYs ,
la suite exacte (*) ci-dessus nous fournit par tensorisation la suite exacte
suivante:
O  | vYs[&1]  D

| vX

(s, triv.)  |
v
Ys  0 (**)
L’ope rateur de monodromie N est alors par de finition induit par le cobord
de la suite exacte (**) ci-dessus. On ve rifie alors facilement (cf. [Ka2])
que:
N(Fil i+1H mdR(Y
_s_))/Fil iH mdR(Y
_s_), N.i+1=.iN.
On a ainsi obtenu un objet de la cate gorie NMF [0, p&1]W, tors tue par p.
On prendra garde a ne pas confondre cette filtration qui vit en carac-
te ristique p avec la filtration de Hodge en caracte ristique 0. On remarquera
aussi que la log-structure 1  0 donnant la cohomologie de de Rham en
caracte ristique p posse de un Frobenius, alors que la log-structure 1  p
donnant la cohomologie de de Rham en caracte ristique 0 n’a pas de
Frobenius.
II.2. Log-sche mas ordinaires
On garde les notions et conventions de Sect. II.1. On note B| iYs le
sous-faisceau de | iYs constitue des formes exactes.
De finition 2.1. Soit Y_ un s_-log-sche ma lisse, on suppose Y propre.
On dit que Y_ est ordinaire si pour tous entiers i0 et j0,
H i (Y, B| iYs)=0.
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Comme dans la the orie classique pour les sche mas, on peut associer a un
s_-log-sche ma Y_ une cohomologie de log-cristalline H*cris(Y_W_), ainsi
qu’un complexe de de RhamWitt W| vYs calculant cette cohomologie (cf.
[HK]). La proposition suivante se de montre par une simple paraphrase de
[BK1] Sect. 7.3.
Proposition 2.2. Soit Y_ est un s_-log-sche ma inte gre et lisse, de
sche ma sous-jacent Y propre. On suppose que H*cris(Y _W_) n’a pas de
p-torsion, alors Y_ est ordinaire si et seulement si le 8-module H*cris(Y_W_)
est ordinaire au sens de 1.8 et dans ce cas on a la de composition suivante:
H*cris(Y_W _)= 
i+ j=n
H i (Y, W| jYs)(& j).
ou (& j) est un twist a la Tate relatif a l ’action du Frobenius qui est tordu
par p j.
On ne sait pas dire plus de choses si on ne fait d’hypothe ses supple men-
taires sur Y_. Pour cela on introduit la notion de log-sche ma semi-stable.
Definition 2.3. Soit Y_ un s_-log-sche ma, on dit que Y_ est semi-
-stable si Y est somme de composantes irre ductibles lisses et si localement
(pour la topologie e tale), il existe une carte
Nr ww M(Y _)
N ww M(s_)
ou la fle che verticale N  Nr est le morphisme diagonal et tel que le
morphisme de sche mas induit Y  Spec(k[t1 , ..., tr]k[t] k) soit lisse.
Le morphisme Y_  s_ est alors log-lisse et de type Cartier. Dans le cas
d’un log-sche ma propre et semi-stable, on dispose du crite re d’ordinarite
suivant, du^ a Hyodo [H]:
Proposition 2.4. Soit Y_ un s_-log-sche ma propre et semi-stable. Y est
somme de composantes lisses Y1 , ..., Yr et pour I une partie de [1, ..., r],
notons YI= i # I Yi . Alors, si le sche ma YI est ordinaire pour tout I, le
log-sche ma Y_ est ordinaire.
Dans le cas ou Y_ provient par changement de base d’un W-sche ma a
re duction semi-stable (cf. Sect. 2.5), on peut trouver une preuve de la
Prop. 2.4 dans [I] Appendice. Dans le cas ge ne ral, la Prop. 2.4 re sulte
clairement de [M] 3.23.
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2.5. Soit X un OK -sche ma a re duction semi-stable (i.e. localement pour
la topologie e tale, isomorphe a Spec(OK[t1 , ..., td](t1 } } } tr&?)), 1rd
et ? une uniformisante de K). On note Y sa fibre spe ciale et on la munit
de la structure logarithmique image inverse de celle de X donne e par le
diviseur Y, on obtient ainsi un log-sche ma semi-stable Y_ au sens de la
De f. 2.3. Sur le groupe de cohomologie cristalline H*cris(Y_W_), on
dispose de l’endomorphisme de Frobenius . et d’un ope rateur de
monodromie W-line aire N ve rifiants N.= p.N ([HK]). Le re sultat
principal concernant cette the orie est le the ore me de comparaison entre
la cohomologie log-cristalline de Y et la cohomologie e tale p-adique
de la fibre ge ne rique de X, il re sulte d’une suite de travaux dus a Bloch et
Kato [BK1], FontaineMessing [FM], Faltings [Fa], Hyodo [H], Kato
[K2], Tsuji [ T ] et Breuil [Br2]. On renvoie a l’expose III de [Bur] pour
la de finition du foncteur Vst pour la Qp -the orie.
The ore me 2.6. Si X est propre alors la repre sentation p-adique
H ie t(X OK K , Qp) est semi-stable, de plus on a un isomorphisme G-e quivariant:
Vst(H icris(Y
_W_)K)=H ie t(X OK K , Qp)
Dans [Br2], Breuil donne une version entie re (et qui tient donc compte
de la torsion) de ce the ore me sous certaines hypothe ses.
Le re sultat suivant, conse quence directe du Th. 2.6, est du^ a BlochKato
[BK1] dans le cas bonne re duction et a Hyodo [H] dans le cas semi-
stable:
The ore me 2.7. Si X est propre et le log-sche ma Y_ est ordinaire, alors
la repre sentation p-adique H ie t(X OK K , Zp)torsion est ordinaire.
II.3. Interpre tation cristalline du facteur local des fonctions L:
Application aux formes modulaires ordinaires
Dans ce paragraphe, on suppose k fini et on note q= ps son cardinal.
3.1. Soit X un OK -sche ma propre et a re duction semi-stable de dimen-
sion relative d, Y_ le s_-log-sche ma associe (2.5) et l un nombre premier
diffe rent de p. Pour tout i # [0, 2d], on pose
Li, l(T )=det(1&T_* | H ie t(X OK K , Ql)
I)
ou H ie t(X OK K , Ql) est le ie me groupe de cohomologie e tale l-adique de
X A K , H ie t(X OK K , Ql)
I est le sous-espace invariant par l’inertie I et _*
est un rele vement quelconque du Frobenius de Gal(k k). La conjecture
suivante fait partie du folklore:
178 A. MOKRANE
Conjecture 3.2. On a Li, l(T )=det(1&T.s | (H icris(Y
_W _)K)N=0).
Remarque 3.3. La conjecture 3.2 est vraie dans les cas suivants:
(a) X est projectif et lisse sur W ([KM]).
(b) X est un 1-motif ([R]).
(c) X est le motif associe a une forme modulaire de poids k2 [S].
(d) Si X est une surface projective relative, on a aussi [M]:
‘
4
i=0
Li, l(T ) (&1)
i
= ‘
4
i=0
det(1&T.s | (H icris(Y
_W_)K)N=0) (&1)i
Le ‘‘me lange des poids’’ empe^chant d’en de duire l’e galite degre par degre .
3.4. Soit f = ane2i?nz une forme modulaire parabolique primitive a
coefficients dans Q p , de poids k2 et de niveau N. A une telle donne e, on
peut associer, avec Deligne, une repre sentation p-adique \( f ) du groupe de
Galois absolu de Q:
\( f ) : Gal(Q Q)  GL2(Q p).
La repre sentation \( f ) est non-ramifie e en les places premie res a p et ne
divisant pas le niveau N et est telle que la trace du Frobenius en l premier
a Np est e gale a al et son de terminant est e gal a lk&1. Si l divise exacte-
ment le niveau N et reste premier a p, le sous-espace invariant par l’inertie
en l est de rang 1 et l’action du Frobenius sur cet espace est donne e par
la multiplication par al [L], [C].
De finition 3.5. On dit que f est ordinaire en p si ap est une unite
p-adique.
La proposition ‘‘classique" suivante est une conse quence directe du
The ore me de Saito (Remarque 3.3):
Proposition 3.6. Soit f une forme modulaire parabolique primitive de
poids k2 et de niveau N. La forme f est ordinaire si et seulement si la
repre sentation p-adique du groupe de de composition en p sur \( f ) est
ordinaire.
Preuve. Seul le cas ou p divise le niveau me rite e ventuellement une
de monstration. On associe alors a f son module de Dieudonne en p [S]:
Df=Dpst(\( f )|Gal(Q pQp))
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ou Dpst est le foncteur de Fontaine [F3]. Df est un (., N)-module filtre
[F3] et on a
\( f )|Gal(Q pQp)=Vpst(Df)
ou Vpst est le foncteur inverse de Dpst de fini par:
Vpst(D)=[x # Bst  K 0 D.(x)=x, N(x)=0, x1 # Fil
0(DK0 K)]
D’apre s Saito (Remarque 3.3.c), le Frobenius cristallin .s agit sur DN=0f
par multiplication par ap . Si f est ordinaire, la relation N.= p.N implique
alors que les pentes de l’isocristal (Df , .) sont entie res, donc Df est un
8-module ordinaire (I.1.8), d’ou le re sultat par Tsuji (Th. 2.6.). Re cipro-
quement, si la repre sentation \( f ) est ordinaire, Df l’est aussi comme ses
pentes sont dans [0, 1], on de duit que la droite DN=0f a pour pente 0, donc
ap est une unite p-adique.
Remarque 3.7. Le sens direct de cette proposition est du^ initialement a
Wiles [Wi] en poids 2 et Mazur-Tilouine [MT] en poids k2. La preuve
de Wiles et MazurTilouine n’est pas cohomologique et utilise la structure
du mode le de Ne ron des jacobiennes modulaires.
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